Webs de matematiques

El web de Bob Devaney: I'exploracio del conjunt de Mandelbrot

El conjunt de Mandelbrot, descobert per Benoit
B. Mandelbrot durant la decada de 1970, és
el més conegut i estudiat dels conjunts frac-
tals. Aquest conjunt presenta alguns dels reptes
matematics més fascinants dels nostres temps,
i a més, les imatges que es produeixen en fer
grafiques de punts propers al conjunt de Man-
delbrot sén d’una bellesa aclaparadora i han
estat algunes de les imatges matematiques més
difoses a tot el mon.

El professor Bob Devaney, de la Univer-
sitat de Boston, de qui podeu trobar una
entrevista interessant en aquesta mateixa re-
vista, és un dels matematics que millor co-
neix aquest conjunt, com es va fer pales a la
seva xerrada al CosmoCaixa, titulada <The
fractal geometry of the Mandelbrot set>. El
professor Devaney té en el seu web perso-
nal, http://math.bu.edu/people/bob/, un «<Man-
delbrot set explorers, que consta d’una serie
d’exploracions (un total de 9) per les propietats
del conjunt, comencgant per la seva definicié i
continuant amb les propietats dels seus punts.

Recordem que el conjunt de Mandelbrot ve
definit per la dinamica del polinomi 22 + ¢ en
el pla complex. Un punt ¢ pertany al conjunt
si les iteracions d’aquest polinomi, comencant
a z = 0, queden acotades dins la bola de radi
2 (en el pla complex). La forma del conjunt és
ben coneguda: té un cos principal en forma de
cardioide del qual surten uns bulbs i filaments,
aixi com les copies més petites d’ell mateix que li
donen la coneguda estructura fractal. El conjunt
és connex, pero encara no se sap si és localment
connex.

La primera exploracié del conjunt de Man-
delbrot del web d’en Bob Devaney explica tot
aixo i déna exemples de punts que hi pertanyen
i punts que no, aixi com les iteracions correspo-
nents del polinomi definidor per a aquests valors.
Tgualment, hi ha un applet Java en el qual pots
donar el punt que vulguis dins la bola de radi 2
i veure les iteracions del polinomi per a aquest
punt. Aixi, podem fer experiments amb punts

per veure on acaben, i si I’orbita tendeix a ser
periodica o no, etc.

Observem, doncs, que el conjunt de Mandel-
brot es defineix pel comportament de I'orbita de
0 per l'accié del polinomi 22+ ¢. Si ara fixem un
¢ determinat, el conjunt de Julia per a aquest
valor ¢ es defineix com el conjunt d’aquells punts
inicials I'orbita dels quals és acotada. Per tant,
per a cada valor de ¢ tenim un conjunt de Julia.
Altre cop, en Devaney ens mostra un applet que
ens dibuixa diferents conjunts de Julia per a
diferents valors de c. Les segiients exploracions
del web ens exposen les relacions entre el con-
junt de Mandelbrot i els conjunts de Julia: si un
punt pertany al conjunt de Mandelbrot, el seu
conjunt de Julia és connex, pero si no hi pertany,
aleshores el Julia és un conjunt de Cantor, i en
particular, és totalment disconnex.

Les exploracions del conjunt de Mandelbrot
continuen explicant i donant exemples de quin
és el periode d’un bulb, donat pel nombre de
branques de l'estrella enganxada al bulb, i el
calcul del nombre de rotacié d’un bulb, segons
I’orbita d’aquestes branques. Aquests nombres
estan ordenats al voltant de la cardioide princi-
pal en el mateix ordre que els nombres racionals
entre zero i u, comptant des de la cispide de la
cardioide. Segons en Devaney, per a demostrar
aquest fet tot el que es necessita és una mica de
calcul complex!

El web d’en Bob Devaney és un dels webs
personals d’un matematic més desenvolupats
que conec. No només ens condueix a fer un viat-
ge fascinant pels voltants del conjunt de Mandel-
brot, siné que també inclou, entre altres coses,
una colleccié d’applets Java per a entendre el
caos i altres fractals, calculant, per exemple,
conjunts de Julia per a funcions complexes dife-
rents de 22 + ¢, en particular polinomis de grau
superior, fraccions racionals o funcions trans-
cendents. Us recomano molt encoratjadament
una excursié pel web d’en Bob Devaney, especi-
alment per les fascinants propietats del conjunt
de Mandelbrot. No us decebra.
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